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1. Bevezete´s.
A dolgozat meg´ıra´sakor ugyan a szerzo˝ a´ltal ele´rt tudoma´nyos eredme´nyek
bemutata´sa volt az elso˝dleges ce´l, emellett azonban fontos szempont volt
egy olyan koherens anyag o¨sszea´ll´ıta´sa, amelyben az eredme´nyeket egyse´ges
keretben, a ko¨zo¨ttu¨k le´vo˝ logikai kapcsolatot elo˝te´rbe helyezve lehet fel-
dolgozni. Az egyes fejezetekben ta´rgyala´sra keru¨lo˝ te´mako¨ro¨ket a Sidon-
t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´gek, a Hardy-terek alkalmaza´sa, valamint a trigonomet-
rikus e´s a Walsh-rendszer ko¨tik o¨ssze. Ez uto´bbi azt jelenti, hogy az egyes
ke´rde´seket eleve ebben a ke´t modellben vizsga´ljuk, illetve hogy az a´ltala´nos
eredme´nyeket is ezeken az eseteken illusztra´ljuk. Ily mo´don leheto˝se´g ny´ılik
a ke´t rendszerre vonatkozo´ az eredme´nyek, mo´dszerek o¨sszehasonl´ıta´sa´ra is.
Ennek a megko¨zel´ıte´snek a ko¨vetkezme´nye, hogy a dolgozat eleje´n szerepelnek
olyan eredme´nyek is, amelyek ma´r a szerzo˝ kandida´tusi e´rtekeze´se´ben is meg-
tala´lhato´k, viszont kimaradtak a kandida´tusi e´rtekeze´s o´ta szu¨letett, de tartal-
milag ta´volabb a´llo´ eredme´nyek. Ilyenek pe´lda´ul a raciona´lis rendszerekre, e´s
azoknak a jelfeldolgoza´sban valo´ alkalmaza´saikra vonatkozo´, az elmu´lt e´vekben
szu¨letett cikkek. Ma´sre´szt terjedelmi okokbo´l eltekintettu¨nk a dolgozat
te´ma´ja´ba illo˝ [DalFri04a] e´s [FriManSid08] cikkekben foglalt eredme´nyek bemu-
tata´sa´to´l. Az elso˝, egy James Daly-vel ı´rt ko¨zo¨s cikk, ami Vilenkin-rendszerek
mutiplier opera´torainak Hardy-te´rbeli korla´tossa´ga´ra vonatkozik. Ebben az
ele´gse´ges felte´telt a magfu¨ggve´ny blokkjaira fogalmazzuk meg. A ma´sikban,
Pammy Manchanda e´s Abulhasan Siddiqi szerzo˝ta´rsakkal a No¨rlund-ko¨zepek
approxima´cio´s tulajdonsa´gaira vonatkozo´ eredme´nyeinket publika´ltuk. A dol-
gozatban szerepelnek tova´bba´ olyan eredme´nyek is, amelyek ke´t publika´la´sra
leadott, de me´g meg nem jelent cikkben tala´lhato´k. Az e´rtekeze´sben ily mo´don
o¨sszesen 22 saja´t, illetve ta´rsszerzo˝vel ı´rt publika´cio´ keru¨lt feldolgoza´sra.
Az e´rtekeze´s do¨nto˝ re´szben a trigonometrikus e´s a Walsh-rendszerre igazolt
a´ll´ıta´sokat tartalmaz. Az 1. fejezetben azokat a Walsh-rendszerrel e´s a Hardy-
terekkel kapcsolatos fo˝bb fogalmakat, eredme´nyeket gyu˝jto¨ttu¨k o¨ssze, amelyek
a to¨bbi, tartalmi fejezet mege´rte´se´hez felte´tlenu¨l szu¨kse´gesek. A trigonomet-
rikus rendszer esete´n, annak ko¨zismertse´ge miatt nem tartottuk fontosnak az
ilyen jellegu˝ bevezete´st. Az u´j fogalmakat a´ltala´ban a ta´rgyala´s ko¨zben de-
finia´ljuk ott, ahol legelo˝szo¨r szu¨kse´g van ra´juk. Ez vonatkozik pe´lda´ul a Beve-
zete´sben szereplo˝ Hardy-terekto˝l elte´ro˝ olyan Hardy-t´ıpusu´ terekre is, amelyek
a ta´rgyala´s sora´n meru¨lnek fel. A 2. fejezetben az u´gynevezett Sidon-t´ıpusu´
egyenlo˝tlense´gekkel foglalkozunk. Ezek a ke´so˝bbiekben is rendre elo˝keru¨lnek
az itt szereplo˝ eredeti vagy mo´dos´ıtott forma´jukban. A 3. fejezet a trigono-
metrikus e´s Walsh-sorokra vonatkozo´ integra´lhato´sa´gi felte´teleket, valamint az
integra´lnorma´ban valo´ konvergencia´ra vonatkozo´ eredme´nyeket tartalmazza.
A 4. fejezet te´ma´ja a Fourier-sorok ero˝s szumma´cio´s, approxima´cio´s tulaj-
donsa´gai. Ve´gezetu¨l az utolso´, 5. fejezetben multiplier opera´torok Hardy-
tereken valo´ korla´tossa´ga´t vizsga´ljuk.
Az egyes fejezetek tartalma´val kapcsolatosan terme´szetesen nem lehetett ce´l
az adott proble´mako¨r teljes ko¨ru¨, kimer´ıto˝ feldolgoza´sa. A re´szteru¨leteken
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4belu¨l is csak arra szor´ıtkoztunk, hogy a vonatkozo´ saja´t eredme´nyeknek a
ha´ttere´t, elo˝zme´nyeit, a to¨bbi eredme´nyekhez valo´ viszonya´t, azaz a te´mako¨rbe
valo´ bea´gyaza´sa´t bemutassuk. A dolgozatban a sza´mozott te´telek min-
dig saja´t, illetve szerzo˝ta´rsakkal ko¨zo¨s eredme´nyeket tartalmaznak. A nem
saja´t eredme´nyek megfogalmaza´sa nem te´tel ko¨rnyezetben to¨rte´nik. Ez sem-
mike´ppen sem e´rte´kbeli megku¨lo¨nbo¨ztete´st takar. Az oka egyszeru˝en a
szerzo˝ eredme´nyeinek ko¨nnyu˝ elku¨lo¨n´ıtheto˝se´ge volt. A matematika teru¨lete´n
szoka´sos mo´don a to¨bbszerzo˝s cikkek esete´n a szerzo˝k felsorola´sa az abc szerinti
sorrendnek megfelelo˝en to¨rte´nt. Terjedelmi korla´tok miatt nem ko¨zo¨lhetju¨k
az o¨sszes te´tel bizony´ıta´sa´t. A bizony´ıta´sok kiva´logata´sakor to¨bb szem-
pontot vettu¨nk figyelembe. Egyre´szt igyekeztu¨nk a meghata´rozo´ te´teleket
kiva´lasztani, ma´sre´szt u¨gyelni arra, hogy a va´logata´s mine´l sze´lesebb ska´la´t
lefedjen. Ez azt jelenti, hogy legyen ko¨ztu¨k a trigonometrikus, a Walsh-Paley,
a Walsh-Kaczmarz, valamint az a´ltala´nos ortogona´lis rendszerekre vonatkozo´
pe´lda is, valamint legyen pe´lda´ul to¨bbdimenzio´s va´ltozat. Az utolso´ fejezetben
mind a Walsh, mind pedig a trigonometrikus esetre ko¨zo¨lju¨k a bizony´ıta´st,
ezzel bemutatva a ke´t rendszer ko¨zo¨tti kapcsolatot, elte´re´st. A fennmarado´
te´telek bizony´ıta´sai a jelzett publika´cio´kban tala´lhato´k meg.
A te´zisekben megtartottuk az e´rtekeze´sbeli sorsza´moza´st.
Ko¨szo¨nettel tartozom szerzo˝ta´rsaimnak, akikkel ko¨zo¨sen ele´rt eredme´nyeink a
dolgozatban szerepelnek:
• James Daly, professzor emeritus, University of Colorado, Colorado
Springs, USA
• Pammy Manchanda, professzor, Guru Nanak Dev University, Amritsar
(Punjab), India
• Schipp Ferenc, professzor emeritus, ELTE, IK, Numerikus Anal´ızis
Tansze´k
• Abulhasan Siddiqi, fo˝titka´r, ISIAM (Indiai Ipari e´s Alkalmazott Mate-
matikai Ta´rsulat)
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52. Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´gek
2.1. A trigonometrikus eset. A dolgozat e´rdemi re´sze´t az u´gynevezett Sidon-
t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´gek ta´rgyala´sa´val kezdju¨k. Ezt elso˝sorban az indokolja,
hogy a tova´bbi fejezetek mindegyike´ben fontos szerepet ja´tszanak az itt be-
mutatott eredme´nyek. Kiindula´ske´ppen tekintsu¨k a trigonometrikus rendszer
szerinti DTn Dirichlet-fe´le magfu¨ggve´nyeket, majd vegyu¨k ezeknek egy linea´ris
kombina´cio´ja´t tetszo˝leges ck ∈ R (k = 0 . . . , n, n ∈ N) egyu¨tthato´kkal.
Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´gnek az 1/(n + 1)
∥∥∑n
k=0 ckD
T
k
∥∥
1
(n ∈ N, ck ∈ C)
mennyise´gre adott felso˝ becsle´seket nevezzu¨k. Az analo´g feladat terme´szetesen
tetszo˝leges Φ ortonorma´lt rendszer esete´n is megfogalmazhato´. A dolgozat-
ban to¨bbnyire a trigonometrikus e´s a Walsh-esetre szor´ıtkozunk.
A kora´bbi eredme´nyek egy ko¨nnyen e´rtelmezheto˝ egyse´ges alakban ı´rhato´k
fel. Nevezetesen, mindegyiku¨k interpreta´lhato´ oly mo´don, mint az egyu¨tt-
hato´ vektorhoz terme´szetes mo´don hozza´rendelheto˝ le´pcso˝sfu¨ggve´ny valami-
lyen norma´ja. Jelo¨lje ehhez χA az A ⊂ R halmaz karakterisztikus fu¨ggve´nye´t
e´s vezessu¨k be a (c0, . . . , cn) egyu¨tthato´ vektor a´ltal genera´lt
Γ(c0, . . . , cn) =
n∑
k=0
ck χ[k/(n+1),(k+1)/(n+1)) (n ∈ N)
le´pcso˝sfu¨ggve´nyt. Ekkor az a´ltala´nos alak
(1)
1
n+ 1
∥∥∥ n∑
k=0
ckD
T
k
∥∥∥
1
≤ CX‖Γ(c0, . . . , cn)‖X .
Pe´lda´ul a Telyakovski˘ı-fe´le becsle´s [Tel73] esete´n az X norma a maximum
norma, a Bojanic-Stanojevic´-becsle´sben [BojSta82] pedig az Lp (1 < p < ∞)
norma. Schipp Ferenc [Sch92] igazolta, hogy a becsle´s abban az esetben is
fenna´ll, ha a trigonometrikus esetben a le´pcso˝sfu¨ggve´ny nemperiodikus Hardy-
norma´ja´t, a Walsh-esetben pedig a diadikus Hardy-norma´ja´t vesszu¨k. A
Hardy-norma´kat ve´ve elvesz´ıtju¨k az elo˝zo˝eknek azt a jo´ tulajdonsa´ga´t, hogy
azok az eredeti egyu¨tthato´kkal egyszeru˝en e´s ko¨zvetlenu¨l is kifejezheto˝k vol-
tak. Vizsga´lataink arra ira´nyultak, hogy egyre´szt a Hardy-norma´n alapulo´
egyu¨tthato´ becsle´st adjunk, ma´sre´szt pro´ba´ljuk kider´ıteni, hogy milyen ko¨zel
jutottunk a leheto˝ legjobb eredme´nyhez. Az elso˝ proble´ma megolda´sake´nt egy
egyszeru˝ egyu¨tthato´ formula´t igazoltunk.
2.1. Te´tel ([Fri93]). Tetszo˝leges n ∈ N e´s ck ∈ R, k = 0, . . . , n egyu¨tthato´k
esete´n
(2)
∥∥∥ n∑
k=0
ckD
T
k
∥∥∥
1
≤ C
n∑
k=0
|ck|
(
1+ log+
|ck|
(n+ 1)−1
∑n
j=0 |cj|
)
,
ahol C > 0 abszolu´t konstans.
Az eddigi eredme´nyekhez hasonlo´an (2) jobb oldala´t normake´nt is karakte-
riza´lni tudtunk. Nevezetesen, az adott felte´tel nem ma´s, mint egy a´trendeze´sre
invaria´ns Hardy-t´ıpusu´ norma. Jelo¨lje ugyanis L0 a [0, 1) intervallum
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6o¨nmaga´ra valo´ me´rte´ktarto´ leke´pze´seit, e´s legyen
H?[0,1) =
{
f ∈ H[0,1) : f ◦ ν ∈ H[0,1), ν ∈ L0
}
,
‖f‖H?
[0,1)
= sup
{‖f ◦ ν‖H[0,1) : ν ∈ L0} (f ∈ H?[0,1)) .
H?[0,1) a H[0,1) legnagyobb a´trendeze´sre invaria´ns altere, ‖ · ‖H?[0,1) pedig a rajta
e´rtelmezett a´trendeze´sre invaria´ns Hardy-norma. Az ala´bbi ekvivalencia´t iga-
zoltuk.
2.2. Te´tel ([Fri93]). Egy me´rheto˝ fu¨ggve´ny akkor e´s csak akkor eleme
a H?[0,1) te´rnek, ha
∫1
0
|f| log+ |f| < ∞. Tova´bba´ vannak olyan C1, C2 pozit´ıv
konstansok, amelyekre
C1‖f‖H?
[0,1)
≤
∫ 1
0
|f|
(
1+ log+
|f|
‖f‖1
)
≤ C2‖f‖H?
[0,1)
(f ∈ H?[0,1)) .
Ma´s megvila´g´ıta´sban pedig (2) jobb oldala egy Orlicz-t´ıpusu´ norma. Jelo¨lje
LM az
(3) M(x) =
{
1/2 |x|2, 0 ≤ |x| < 1;
1/2 + |x| log+ |x|, |x| ≥ 1
Young-fu¨ggve´ny a´ltal genera´lt Orlicz-teret. Ennek a te´rnek a norma´ja´ra a 2.2.
Te´telhez hasonlo´ jellemze´s a´ll fenn.
2.4. Te´tel ([Fri93]). Legyen M a (3)-ban definia´lt Young-fu¨ggve´ny. Egy
f : [0, 1) → R me´rheto˝ fu¨ggve´ny akkor e´s csak akkor eleme az LM te´rnek, ha∫1
0
|f| log+ |f| <∞. Tova´bba´ vannak olyan C1, C2 pozit´ıv konstansok, amelyekre
(4) C1‖f‖LM ≤
∫ 1
0
|f|
(
1+ log+
|f|
‖f‖1
)
≤ C2‖f‖LM (f ∈ LM) .
Ko¨vetkeze´ske´ppen:
1
n+ 1
∥∥∥ n∑
k=0
ckD
T
k
∥∥∥
1
≈ ‖Γ(c0, . . . , cn)‖H?
[0,1)
≈ ‖Γ(c0, . . . , cn)‖LM .
Megjegyezzu¨k, hogy a (2) logaritmikus becsle´s to¨bbdimenzio´s a´ltala´nos´ıta´sa´val
Kuznetsova ([Kuz98], [Kuz00], [Kuz12]), valamint Motornij, Babenko, Dov-
gosej, Kuznetsova ([MoBaDoKu11]) foglalkoztak.
A ma´sik proble´ma´ra adott va´laszunk az, hogy az a´ltalunk adott (2) egyu¨tt-
hato´ felte´tel a leheto˝ legjobb a´trendeze´sre invaria´ns norma, amit egy ford´ıtott
ira´nyu´ Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´g forma´ja´ban igazoltunk.
2.3. Te´tel ([Fri93]). Van olyan C > 0 abszolu´t konstans, hogy tetszo˝leges
n ∈ N e´s ck (k = 0, . . . , n) valo´s sza´mok esete´n
(5) max
p∈Pn
∥∥∥ n∑
k=0
cpkD
T
k
∥∥∥
1
≥ C
n∑
k=0
|ck|
(
1+ log+
|ck|
(n+ 1)−1
∑n
j=0 |cj|
)
,
ahol Pn a 0, . . . , n sza´mok permuta´cio´inak halmaza´t jelo¨li.
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7Megjegyezzu¨k, hogy kora´bban nem volt ismeretes ford´ıtott ira´nyu´ Sidon-t´ıpusu´
egyenlo˝tlense´g.
Hasonlo´ eredme´nyeket e´rtu¨nk el az eltolt indexu˝ Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´-
gekkel kapcsolatban is.
2.5. Te´tel ([Fri93]). Legyen K, N ∈ N, K ≤ N. Ekkor tetszo˝leges ck ∈ R
(k = K, . . . ,N) egyu¨tthato´k esete´n
1
N− K+ 1
max
p∈PN−K
∥∥∥ N∑
k=K
ckD
T
k
∥∥∥
1
≈ 1
N− K+ 1
log
N+ 1
N− K+ 1
∫ 1
0
Γ(cK, . . . , cN)
+ ‖Γ(cK, . . . , cN)‖LM .
A Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´gek vizsga´lata´t sza´mos Fourier-anal´ızisbeli
proble´ma kezele´se´ben ja´tszott szerepu¨k indokolja. Ennek e´rze´keltete´se´hez ele´g
azt megeml´ıteni, hogy a szumma´cio´s elja´ra´sok magfu¨ggve´nyei Dirichlet-magok
linea´ris kombina´cio´jake´nt a´llnak elo˝.
2.2. A Walsh-eset. A Walsh–Paley esetet a trigonometrikussal o¨sszeha-
sonl´ıtva mega´llap´ıthatjuk, hogy a ke´t rendszerre vonatkozo´ eredme´nyek, e´s
azok fejlo˝de´se pa´rhuzamba a´ll´ıthato´k. Az (1) a´ltala´nos alakot tekintve pe´lda´ul
az X = Lp va´laszta´ssal ado´do´ esetet Mo´ricz Ferenc e´s Schipp Ferenc [MorSch90]
igazolta´k. Az analo´gia a Hardy-norma esete´n se´ru¨l, tudniillik ezt a Walsh–
Paley rendszerre a valo´s nemperiodikus Hardy-norma helyett Schipp Ferenc
[Sch92] az enne´l nagyobb diadikus Hardy-norma´val igazolta:
(6)
1
2n
∥∥∥ 2n∑
k=1
ckD
W
k
∥∥∥
1
≤ C‖Γ(c1, . . . , c2n)‖H[0,1)
(n ∈ N, ck ∈ R, k = 1, . . . , 2n).
Kisse´ leegyszeru˝s´ıtve, a ku¨lo¨nbse´get a 2n indexeknek a diadikus anal´ızisben
beto¨lto¨tt ku¨lo¨nleges szerepe okozza. A 2.1. Te´telben adott (2) becsle´s te-
kintete´ben ma´r visszaa´ll az analo´gia, mert a 2.3. Te´telbeli ekvivalencia igaz
akkor is, ha a nemperiodikus Hardy-teret kicsere´lju¨k a diadikus Hardy-te´rre.
A 2.4. Te´telbeli inverz Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´get is igazoltuk a Walsh–
Paley rendszerre. Ennek a bizony´ıta´sa gyo¨keresen ku¨lo¨nbo¨zik a trigonometri-
kus esetto˝l. Az eltolt indexu˝ eredme´ny azonban elte´r a trigonometrikus megfe-
lelo˝je´to˝l (ld. 2.5. Te´tel). A ku¨lo¨nbse´g az elso˝ tagban van. Ez le´nyege´ben abbo´l
ado´dik, hogy mı´g a trigonometrikus Lebesgue-konstansok egyenletesen logarit-
mikus nagysa´grendu˝ek, addig az n-edik Walsh–Paley–Lebesgue-konstanst az
n bina´ris jegyeinek V(n) varia´cio´ja´val lehet jellemezni, ahol
V(n) =
∞∑
k=1
|nk − nk−1|+ n0 (n =
∞∑
k=0
nk2
k, nk = 0, 1, n ∈ N) .
A Walsh–Paley rendszerre vonatkozo´ eltolt Sidon-t´ıpusu´ eredme´ny, azaz a 2.5.
Te´tel megfelelo˝je az n bina´ris jegyeinek V(n) varia´cio´ja´val fogalmazhato´ meg.
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82.10. Te´tel ([Fri95a]). Legyen K,N ∈ N, 1 ≤ K ≤ N e´s legyenek a ck
(k = K, . . . ,N) egyu¨tthato´k tetszo˝leges valo´s sza´mok. Ekkor
1
N− K+ 1
max
p∈PN−K
∥∥∥ N∑
k=K
ckD
W
k
∥∥∥
1
≈ 1
N− K+ 1
min
K<`≤N
V(`)
∫ 1
0
Γ(cK, . . . , cN)
+ ‖Γ(cK, . . . , cN)‖LM .
Megjegyezzu¨k, hogy a Walsh–Paley-rendszer mellett a Walsh–Kaczmarz-
rendszerre is sikeru¨lt hasonlo´ Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´geket igazolni. Az
eredme´nyek a [Fri13a] cikkben tala´lhato´k.
A 2. fejezetben a szerzo˝to˝l a [Fri93], [Fri95a], [Fri13a] cikkekben tala´lhato´
eredme´nyek szerepelnek.
3. Integra´lhato´sa´gi e´s L1-konvergencia oszta´lyok
Ebben a fejezetben ortogona´lis sorok integra´lhato´sa´gi, valamint L1-
konvergencia felte´teleivel foglalkozunk. Modellke´nt itt is a trigonomet-
rikus e´s a Walsh-esetet tekintju¨k, e´s ezekre alapozva fogalmazunk meg
a´ltala´nos´ıta´sokat. A vizsga´latokat az integra´lhato´sa´gi felte´telekkel, a Sidon-
t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´geknek tala´n legke´zenfekvo˝bb alkalmaza´saival kezdju¨k.
Egy ro¨vid to¨rte´neti a´ttekinte´s uta´n ismertetju¨k saja´t eredme´nyeinket a cosi-
nus, sinus, Walsh-sorok e´s a Walsh-transzforma´lt integra´lhato´sa´ga´val kapcso-
latban, majd o¨sszevetju¨k ezeket a kora´bbi eredme´nyekkel. A ko¨vetkezo˝ pont-
ban a´tte´ru¨nk az u´n. L1-konvergencia felte´telekre. Itt eleve feltesszu¨k, hogy
az adott sor valamely integra´lhato´ fu¨ggve´ny Fourier-sora, e´s azt vizsga´ljuk,
hogy milyen kiege´sz´ıt H o felte´tellel biztos´ıthatjuk a sornak az L1-beli kon-
vergencia´ja´t. Mind a trigonometrikus, mind pedig a Walsh-esetben olyan
felte´telt igazoltunk, ami sza´mos kora´bbi eredme´nyt maga´ban foglal. Ezen k´ıvu¨l
a Hardy-norma´ban valo´ konvergencia´t biztos´ıto´ felte´telekkel is foglalkoztunk.
3.1. Sidon-t´ıpusu´ integra´lhato´sa´gi e´s L1-konvergencia oszta´lyok. Legyen Φ =
(ϕn) olyan ortonorma´lt rendszer a [0, 1) intervallumon, amelynek a tagjaira
ϕn ∈ L∞[0,1) (n ∈ N). Ve´ve egy valo´s (vagy komplex) (an) sza´msorozatot
tekintsu¨k a
(7)
∞∑
n=0
anϕn
sort. Jelo¨lje f̂Φn az integra´lhato´ f fu¨ggve´ny n-edik Φ-Fourier egyu¨tt-
hato´ja´t e´s vezessu¨k be a Φ-Fourier-transzforma´ltak L̂Φ = {(f̂Φn ) : f ∈
L1[0,1) } tere´t. Az integra´lhato´sa´gi proble´ma azt jelenti, hogy egy adott
(7)-beli sor vajon Φ-Fourier-sor-e. Ma´ske´pp fogalmazva az (an) sorozat
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tegra´lhato´ fu¨ggve´nyekre a proble´ma megolda´sa ko¨zismert, ugyanis abban az
esetben a Fourier-transzforma´ltak tere e´ppen az `2 sorozat te´r. Integra´lhato´
fu¨ggve´nyeket ve´ve azonban ma´r a trigonometrikus rendszer esete´n sem isme-
retes a Fourier-transzforma´ltak tere´nek az egyu¨tthato´kkal megadott karak-
teriza´cio´ja. Integra´lhato´sa´gi felte´telnek az (an) sorozatra vonatkozo´ olyan
felte´telt nevezu¨nk, amelynek teljesu¨le´se esete´n (an) ∈ L̂Φ. Az ilyen felte´telek
a´ltal genera´lt halmazokat, amelyek teha´t L̂Φ (a´ltala´ban valo´di) re´szhalmazai,
Φ-re vonatkozo´ integra´lhato´sa´gi oszta´lyoknak nevezzu¨k.
Az elo˝zme´nyek a´ttekinte´se uta´n ismertettu¨k a Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´geken
alapulo´ konstrukcio´t. Az ı´gy kapott integra´lhato´sa´gi oszta´lyokat Sidon-
t´ıpusu´ integra´lhato´sa´gi oszta´lyoknak neveztu¨k. Emellett foglalkoztunk az
integra´lhato´sa´gi e´s L1-konvergencia felte´telekkel is. Egy Φ-re vonatkozo´
integra´lhato´sa´gi felte´telt integra´lhato´sa´gi e´s L1-konvergencia felte´telnek ne-
vezu¨nk, ha egy, a felte´telt teljes´ıto˝ (an) sorozatra a (7) sor akkor e´s csak
akkor konvergens L1-ben, ha a sorozatra teljesu¨l me´g a limn→∞ |an|∥∥DΦn∥∥1 = 0
felte´tel is. Itt DΦn a
∑n
k=0ϕk o¨sszeget jelo¨li. Ekkor a kiege´sz´ıto˝ felte´tel
a cosinus sorok esete´n a limn→∞ |an| logn = 0, a Walsh-esetben pedig a
limn→∞ |an|V(n) = 0 alakban konkretiza´lo´dik.
Vezessu¨k be az S e´s az S∗ oszta´lyokat. Jelo¨lje S azoknak az (ak) nullsoro-
zatoknak a tere´t, amelyekre van olyan (Nj) indexsorozat, hogy
(8)
∞∑
j=0
(
log
Nj+1
Nj+1 −Nj
∣∣∣ Nj+1−1∑
k=Nj
∆ak
∣∣∣) <∞ ,
e´s ∞∑
j=0
Nj+1−1∑
k=Nj
|∆ak|
(
1+ log+
|∆ak|
(Nj+1 −Nj)−1
∑Nj+1−1
`=Nj
|∆a`|
)
<∞ .
Legyen tova´bba´ S∗ az S azon elemei a´ltal alkotott re´szhalmaz, amelyekre a
(8)-na´l ero˝sebb
∞∑
j=0
(
log
Nj+1
Nj+1 −Nj
Nj+1−1∑
k=Nj
∣∣∆ak∣∣) <∞,
felte´tel teljesu¨l. Ekkor az S e´s az S∗ oszta´lyokra igaz az ala´bbi a´ll´ıta´s.
3.1. Te´tel([Fri93]).
i) Az S halmaz cosinus sorokra vonatkozo´ integra´lhato´sa´gi oszta´ly.
ii) Az S∗ halmaz cosinus sorokra vonatkozo´ integra´lhato´sa´gi e´s L1-
konvergencia oszta´ly.
Ennek a te´telnek a Walsh-sorokra vonatkozo´ va´ltozata´t [Fri95a]-ban igazoltuk.
A cosinus sorok integra´lhato´sa´gi proble´ma´ja´hoz szorosan kapcsolo´dik a sinus
sorok integra´lhato´sa´ga. Ha a sinus rendszerre a cosinus rendszer deriva´ltjake´nt
tekintu¨nk, akkor erre a kapcsolatra alapozva a cosinus sorokra vonatkozo´
felte´telekbo˝l sinus sorok integra´lhato´sa´gi felte´teleit genera´lhatjuk. Sza´mos
szerzo˝ (ld. pl. [Kan68], [Tel73], [Fom78], [Tel85b], [Mor89]) ezzel a mo´dszerrel
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konstrua´lt sinus sorokra vonatkozo´ integra´lhato´sa´gi oszta´lyokat. Ezekbo˝l az
deru¨lt ki, hogy a cosinus sorokra adott felte´telek a sinus sorok esete´ben nem
ele´gse´gesek. A ke´rde´s teha´t u´gy meru¨lt fel, hogy milyen tova´bbi felte´tel kell
a sinus sorok integra´lhato´sa´ga´hoz. Erre rendre az (ak)-ra vonatkozo´, Hardy-
egyenlo˝tlense´g (ld. pl. [Zyg59]) ne´ven ismert
(9)
∞∑
k=1
|ak|
k
<∞
felte´tel ado´dott. Megmutattuk, hogy ez nem ve´letlen, hanem a´ltala´nos
felte´telek mellett is ez a helyzet. Ezt felhaszna´lva pe´lda´ul az ala´bbi Hardy-
te´rre vonatkozo´ te´telt igazoltuk.
3.2. Te´tel([Fri93]) Tegyu¨k fel, hogy az (ak) sorozatra
(10)
∞∑
j=0
2j+1−1∑
k=2j
|∆ak|
(
1+ log+
|∆ak|
2−j
∑2j+1−1
`=2j |∆a`|
)
<∞ .
Ekkor az f(x) =
∑∞
k=0 ak coskx (x 6= 0) o¨sszegfu¨ggve´ny pontosan akkor van
a H[0,1) Hardy-te´rben, ha ∞∑
k=1
|ak|
k
<∞ .
Tova´bba´ a
∑n
k=0 ak coskx re´szleto¨sszegek akkor e´s csak akkor konverga´lnak
f-hez a Hardy-norma´ban, ha limn→∞ an logn = 0.
Innen a sinus rendszerre a ko¨vetkezo˝ eredme´ny ado´dik.
3.1. Ko¨vetkezme´ny Tegyu¨k fel, hogy a (bk) sorozatra teljesu¨l a (10)
e´s a (9) felte´tel is. Ekkor a
∑∞
k=1 bk sinkx sor egy g ∈ H[0,1) fu¨ggve´ny
Fourier-sora. A sor akkor e´s csak akkor konverga´l Hardy-norma´ban g-hez,
ha limn→∞ bn logn = 0.
A kapott eredme´nyek kombina´cio´ja´val valo´s e´s komplex trigonometrikus sorok
integra´lhato´sa´ga´ra e´s L1-konvergencia´ja´ra, so˝t Hardy-te´rbeli konvergencia´ja´ra
vonatkozo´ felte´telt adhatunk.
Megjegyezzu¨k, hogy a 3.1., 3.2. Te´telek megfelelo˝i a Walsh-rendszer esete´n is
igazak. Ezeket az eredme´nyeket a [Fri95a] cikkben igazoltuk. A Walsh-esetben
terme´szetesen a diadikus Hardy-te´rbeli konvergencia szerepel. Ve´gezetu¨l meg-
eml´ıtju¨k, hogy az u´n. mega´ll´ıtott diadikus maxima´lfu¨ggve´ny seg´ıtse´ge´vel beve-
zettu¨nk egy Hardy-t´ıpusu´ teret a [0,∞) intervallumon e´rtelmezett loka´lisan in-
tegra´lhato´ fu¨ggve´nyek ko¨re´ben. Ezt felhaszna´lva hasonlo´ eredme´nyeket [Fri99]
e´rtu¨nk el a Walsh-transzforma´lt integra´lhato´sa´ga´ra vonatkozo´an.
3.2. L1-konvergencia oszta´lyok. Az integra´lhato´ fu¨ggve´nyek Fourier-egyu¨tt-
hato´ sorozatainak egy C re´szhalmaza´t L1-konvergencia oszta´lynak nevezzu¨k,
ha f̂T ∈ C esete´n f Fourier-sora akkor e´s csak akkor konverga´l L1-norma´ban
az f-hez, ha lim|n|→∞ |f̂T(n)| log |n| = 0. Ilyen t´ıpusu´ klasszikus eredme´nyek
to¨bbek ko¨zo¨tt Kolmogorov e´s Telyakovski˘ı neve´hez fu˝zo˝dnek. Azo´ta az L1-
konvergencia oszta´lyokat genera´lo´ felte´teleket to¨bb mo´don e´s sza´mos le´pe´sen
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keresztu¨l enyh´ıtette´k. Az egyik ilyen ira´nyban, az u´gynevezett Hardy–
Karamata t´ıpusu´ Tauber-fe´le felte´telekkel kapcsolatban elso˝sorban Stanojevic,
Bojanic´, Bray, Grow ([BojSta82],[BraSta84], [StaSta87], [Sta88], [GroSta95]),
Mo´ricz Ferenc [Mor91], Fournier, Aubertin [AubFou93] e´rtek el eredme´nyeket.
Az eml´ıtett szerzo˝k az eredme´nyek to¨bb le´pe´sen keresztu¨l to¨rte´no˝ jav´ıta´sa sora´n
ve´gu¨l a
(11) lim
λ→1+ lim supn→∞
[λn]∑
|k|=n+1
kp−1|∆f̂T(k)|p <∞ (p > 1),
e´s a
(12) lim
λ→1+ lim supn→∞
[λn]∑
|k|=n+1
|∆f̂T(k)| log |k| = 0
felte´telekhez jutottak. Ko¨nnyu˝ bela´tni, hogy p > 1 esete´n az ı´gy genera´lt L1-
konvergencia oszta´lyok egyma´sba vannak a´gyazva, p cso¨kkente´se´vel bo˝vu¨lnek.
E´rdemes megeml´ıteni, hogy a viszonylag egyszeru˝en igazolhato´ ma´sodik, loga-
ritmikus felte´tel nem o¨sszehasonl´ıthato´ a p > 1 felte´telekkel, azaz egyikbo˝l sem
ko¨vetkezik a ma´sik. Az a´ltalam igazolt felte´tel az o˝ kutata´saikhoz illeszkedik.
3.6. Te´tel ([Fri97b]). Tegyu¨k fel, hogy az f ∈ L1[0,1) fu¨ggve´ny Fourier-
egyu¨tthato´ira teljesu¨l a
(13) lim
λ→1+ lim supn→∞
[λn]∑
|k|=n+1
|∆f̂T(k)| log+ |k∆f̂T(k)| = 0
felte´tel. Ekkor
i) limn→∞ ‖f − STnf‖1 = 0 pontosan abban az esetben a´ll fenn, ha
lim|n|→∞ f̂T(n) log |n| = 0 ;
ii) az f fu¨ggve´nyt f(x) = g(x)/x (0 < |x| ≤ 1) alakba ı´rva a g fu¨ggve´ny
L2[0,1)-ben van.
A (13) felte´tel a (11) felte´telek hata´resete´nek tekintheto˝. Az a´ltala genera´lt
konvergencia oszta´ly valo´di re´szhalmazke´nt maga´ban foglalja azok unio´ja´t,
belee´rtve a (12) logaritmikus esetet is. Megmutattam, hogy olyan specia´lis
sorozatt´ıpusokra, mint lakuna´ris sorozatok, illetve monoton cso¨kkeno˝ soroza-
tok a (13) felte´tel nem jav´ıthato´. A fentieken k´ıvu¨l azt is igazoltam, hogy a
(13) felte´telt teljes´ıto˝ Fourier-egyu¨tthato´ sorozatok esete´n a Fourier-sor nem-
csak L1-norma´ban, hanem majdnem mindenu¨tt, e´s ha az eredeti fu¨ggve´ny a
Hardy-te´rben volt, akkor Hardy-norma´ban is konverga´l.
A 3.6. Te´tel Walsh va´ltozata´t a [Fri97a] cikkben igazoltam. Ez a trigonomet-
rikus esetto˝l az ii) re´szben te´r el.
Jelo¨lju¨k Lp-vel (p > 1) a (11), M-lel a (12), S-sel a (13) felte´telnek eleget
tevo˝ Fourier-transzforma´ltak halmaza´t. Legyen tova´bba´ L =
⋃
p>1 Lp, vala-
mint V(L⋃M) az M e´s az L terek a´ltal kifesz´ıtett linea´ris te´r. Ezeket a
jelo¨le´seket alkalmazva az ala´bbi kapcsolatot igazoltuk.
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3.10. Te´tel ([Fri97a], [Fri97b]).
V(M⋃L) ( S .
A fejezet ha´trale´vo˝ re´sze´ben kitu¨ntett szerepet ja´tszik az eredetileg a trigono-
metrikus rendszerre igazolt u´n. Telyakovski˘ı-fe´le felte´tel.
3.3. A´tte´re´s H[0,1)-ro˝l H[0,1)-re. Ebben a pontban a valo´s nemperiodikus Hardy-
te´r e´s a diadikus Hardy-te´r ko¨zo¨tti kapcsolatot vizsga´ljuk elso˝sorban a raj-
tuk e´rtelmezett szublinea´ris funkciona´lok szempontja´bo´l. A vizsga´lt proble´ma
ko¨zvtelen motiva´cio´ja´ul a ko¨vetkezo˝ pontban ta´rgyalt Telyakovski˘ı-fe´le in-
tegra´lhato´sa´gi felte´tel szolga´lt. Az itt megfogalmazott eredme´ny azonban al-
kalmazhato´ ma´s esetekben is a trigonometrikus e´s a Walsh-rendszer viselkede´se
ko¨zo¨tti hasonlo´sa´g, illetve elte´re´s vizsga´lata´ra.
A ke´t te´r kapcsolata´t az atomok seg´ıtse´ge´vel ı´rjuk le. A szakirodalomban jo´l
ismert ma´s jellegu˝ jellemze´st kora´bban Davis [Dav80] adott megmutatva, hogy
egy nemperiodikus Hardy-te´rbeli fu¨ggve´ny majdnem minden eltoltja diadikus
Hardy-te´rbeli. Konkre´t proble´ma´k, feladatok esete´n azonban ennek a karak-
teriza´cio´nak az alkalmaza´sa nagyon nehe´zkes. Tekintsu¨k az
ωk,n(x) =
{
2n−1, (2k− 1)/2n ≤ x < 2k/2n;
−2n−1, 2k/2n ≤ x < (2k+ 1)/2n
(k, n ∈ N, 0 < k < 2n−1) specia´lis H[0,1)-atomokat. Jelo¨lju¨k ezek halmaza´t Ω-
val: Ω = {ωk,n : k, n ∈ N, 0 < k < 2n−1}. Vila´gos, hogy az ωk,n fu¨ggve´nyek
egyike sem H[0,1)-atom, mivel a csatlakozo´ intervallumok nem alkotnak diadi-
kus intervallumot.
Legyen ezek uta´n F egy, a H[0,1) te´ren e´rtelmezett funkciona´l. Az ala´bbi te´tel
azt mutatja, hogy ha egy σ-szublinea´ris funkciona´lnak a korla´tossa´ga´t a H[0,1)
e´s a H[0,1) tereken vizsga´ljuk, akkor az ezek ko¨zo¨tti kapcsolat szempontja´bo´l
az Ω-beli specia´lis atomokon valo´ viselkede´s a meghata´rozo´.
3.12. Te´tel ([Fri00]). Legyen F egy σ-szublinea´ris funkciona´l a H[0,1)
te´ren. Jelo¨lju¨k ennek a H[0,1) diadikus te´rre valo´ leszu˝k´ıte´se´t F-fel. Ekkor
max{‖F‖, sup
ω∈Ω
|F(ω)|} ≤ ‖F‖ ≤ 4‖F‖+ 2 sup
ω∈Ω
|F(ω)| .
Ko¨vetkeze´ske´ppen F pontosan akkor korla´tos, ha korla´tos az Ω-n e´s az F
leszu˝k´ıte´s korla´tos a H[0,1)-n.
A te´tel alkalmaza´sa´ra pe´ldake´nt ke´t jo´l ismert σ-szublinea´ris funkciona´l soroza-
tot tekintu¨nk. Mindke´t sorozat egyenletesen korla´tos a diadikus Hardy-te´ren.
Kideru¨lt, hogy az egyik esetben az egyenletes korla´tossa´g e´rve´nyben marad a
valo´s nemperiodikus Hardy-te´rre valo´ kiterjeszte´skor is, mı´g a ma´sikban nem.
A szo´ban forgo´ ke´t funkciona´l sorozat a ko¨vetkezo˝:
UWn f =
1
logn
n∑
k=1
‖SWk f‖1
k
(f ∈ L1[0,1), n ∈ N, n > 1) ,
TWn f =
1
2n
∥∥∥ 2n−1∑
k=0
SW2nf(k2
−n)DWk+1
∥∥∥
1
(f ∈ L1[0,1), n ∈ N) .
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A limn→∞UTnf = ‖f‖1 (f ∈ H[0,1)) konvergencia igazola´sa Smith [Smi83]
neve´hez fu˝zo˝dik, mı´g a Walsh-rendszer esete´n a limn→∞UWn f = ‖f‖1 (f ∈
H[0,1)) konvergencia´t Simon Pe´ter igazolta [Sim87]-ben. A Vilenkin-t´ıpusu´
a´ltala´nos´ıta´ssal Ga´t Gyo¨rgy [Gat93] foglalkozott. A TWn funkciona´loknak a
H[0,1) te´ren valo´ egyenletes korla´tossa´ga ekvivalens a Schipp Ferenc ([Sch92])
a´ltal igazolt (6) Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´ggel. Az Ω-n valo´ korla´tossa´got
megvizsga´lva a 3.12. Te´telt felhaszna´la´sa´val a fenti ke´t funkciona´l sorozatra
az ala´bbi eredme´nyeket igazoltuk.
3.13. Te´tel ([Fri00]).
i) Van olyan f ∈ H[0,1) fu¨ggve´ny, amelyre limn→∞UWn f =∞.
ii) Van olyan C > 0 konstans, hogy ba´rmely f ∈ H[0,1) e´s n ∈ N esete´n
TWn (f) ≤ C‖f‖H[0,1) .
A ke´t pe´lda a ko¨vetkezo˝ a´ltala´nosabb jelense´gre vila´g´ıt ra´. A klasszikus tri-
gonometrikus eredme´nyekben a´ltala´ban a klassszikus Hardy-te´r, mı´g a Walsh-
rendszerre vonatkozo´ megfelelo˝ju¨kben a diadikus Hardy-te´r szerepel. Az az
a´ltala´nos hozza´a´lla´s, hogy a trigonometrikus rendszerhez az elo˝bbi, mı´g a
Walsh-rendszerhez az uto´bbi Hardy-te´r szerkezete illeszkedik. A diadikus
Hardy-te´rrel kapcsolatban ehhez ele´g azt mejegyezni, hogy a ketto˝ hatva´nyu´
Walsh–Fourier-re´szleto¨sszegek diadikus martinga´lt alkotnak. Ezen szemle´let
alapja´n a Walsh-rendszerre vonatkozo´ vizsga´latokban mintegy automatiku-
san a diadikus Hardy-terek szerepelnek, e´s ı´gy a trigonometrikus e´s a Walsh
eredme´nyek ku¨lo¨nbo¨znek. A kiterjeszte´sre vonatkozo´ ii)-beli pozit´ıv eredme´ny
azt mutatja, hogy bizonyos esetekben ez a megku¨lo¨nbo¨ztete´s a ke´t rendszer
ko¨zo¨tt nem szu¨kse´ges, e´s nem terme´szetes.
A´ltala´nosabb megko¨zel´ıte´sbo˝l a valo´s nemperiodikus Hardy-te´rnek a diadikus
Hardy-te´rre valo´ visszavezete´se tekintheto˝ diszkretiza´cio´s elja´ra´snak, illetve
egy bonyolultab te´rnek egyszeru˝bb komponensekre valo´ felbonta´sa´nak. Ebbo˝l
a megko¨zel´ıte´sbo˝l foglalkozott a ke´rde´ssel e´s a´ltala´nos´ıtotta a 3.12. Te´telbeli
eredme´nyt a to¨bbdimenzio´s esetre Torchinsky e´s szerzo˝ta´rsa Abbu-Shammala
[AbuTor08].
3.4. A Telyakovski˘ı-felte´tel a´ltal genera´lt Hardy- e´s BMO terek. Ebben a pontban
a Telyakovski˘ı-fe´le, klasszikusnak sza´mı´to´ integra´lhato´sa´gi felte´tellel foglalko-
zunk. Fo˝ eredme´nyke´nt megmutatjuk, hogy az terme´szetes mo´don kapcsolatba
hozhato´ egy, a [0,∞) intervallumon e´rtelmezett atomos Hardy-te´rrel. Meg-
vizsga´ljuk ennek a Hardy-te´rnek a terme´szetes sza´mok halmaza´n e´rtelmezett
diszkre´t megfelelo˝je´t is. Legyen (ak) valo´s sza´moknak egy nullsorozata. 1964-
es cikke´ben Telyakovski˘ı [Tel64] az ala´bbi, cosinus sorokra vonatkozo´ becsle´st
igazolta:
(14)
∫pi
0
∣∣∣ ∞∑
k=0
ak coskx
∣∣∣dx ≤ C( ∞∑
k=0
|∆ak|+
∞∑
n=2
∣∣∣ [n/2]∑
k=1
∆an−k − ∆an+k
k
∣∣∣) .
Ha a jobb oldal ve´ges, akkor a
∑∞
k=0 ak coskx cosinus sor pontonke´nt kon-
vergens e´s a hata´rfu¨ggve´ny integra´lhato´. A Telyakovski˘ı-fe´le e´s az azo´ta iga-
zolt sza´mos integra´lhato´sa´gi felte´tel ko¨zo¨tti viszonyt vizsga´lva kideru¨lt, hogy
a legto¨bb esetben a Telyakovski˘ı-fe´le eredme´ny a jobb, azaz a ma´sik felte´tel
               dc_816_13
14
teljesu¨le´se esete´n (14) is teljesu¨l. Egyes felte´telek esete´n azt igazolta´k, hogy
azok e´s a Telyakovski˘ı-fe´le felte´tel nem o¨sszehasonl´ıthato´k, vagyis egyik sem
ko¨vetkezik a ma´sikbo´l.
A Telyakovski˘ı-fe´le felte´telbo˝l kiindulva bevezetu¨nk Hardy-t´ıpusu´ tereket a
nemnegat´ıv valo´s sza´mok halmaza´n e´rtelmezett fu¨ggve´nyek, valamint a so-
rozatok ko¨re´ben. Ezek seg´ıtse´ge´vel Hardy-normake´nt karakteriza´ljuk a Tely-
akovski˘ı-fe´le felte´telt. Ez a karakteriza´co´ leheto˝se´get teremt a Telyakovski˘ı-fe´le
felte´telnek ma´s ismert felte´telekkel valo´ o¨sszehasonl´ıta´sa´ra, valamint sza´mos
ma´s rendszerre valo´ egyszeru˝ kiterjeszte´se´re.
Bevezetve a sorozatokon e´rtelmezett
(TNa)n =
[n/2]∑
k=1
an−k − an+k
k
(ak ∈ R, k, n ∈ N, ≥ 2, (TNa)0 = (TNa)1 = 0)
u´gynevezett diszkre´t Telyakovski˘ı-transzforma´cio´t, a Telyakovski˘ı-fe´le becsle´s
az ala´bbi alakba ı´rhato´:∫pi
0
∣∣∣ ∞∑
k=0
ak coskx
∣∣∣dx ≤ C(‖∆a‖`1 + ‖TN(∆a)‖`1) .
(∆a = (∆ak) a differencia´k sorozata.) A Telyakovski˘ı-transzforma´cio´nak ne-
vezett folytonos va´ltozat:
T[0,∞)f(x) =
∫ x/2
0
f(x− t) − f(x+ t)
t
dt =
∫ 3x/2
x/2
f(t)
x− t
dt (x > 0) ,
ahol f : [0,∞) 7→ R loka´lisan integra´lhato´ fu¨ggve´ny, e´s az integra´lt az
u´gynevezett Cauchy-fe´le fo˝e´rte´k e´rtelemben vesszu¨k.
Elso˝ ra´ne´ze´sre is szembetu˝no˝ a T[0,∞) Telyakovski˘ı-transzforma´cio´nak a H
klasszikus Hilbert-transzforma´cio´val valo´ hasonlo´sa´ga. Emle´kezteto˝u¨l:
Hf(x) =
∫∞
0
f(x− t) − f(x+ t)
t
dt =
∫∞
−∞
f(t)
x− t
dt (x ∈ R) .
(Technikai okokbo´l elhagytuk a defin´ıcio´ban szoka´sos 1/pi szorzo´te´nyezo˝t.)
A Telyakovski˘ı- e´s a Hilbert-transzforma´cio´ ko¨zo¨tti kapcsolat felder´ıte´se elo˝tt
egy pe´lda´n keresztu¨l ra´mutatunk a ketto˝ju¨k ko¨zo¨tti le´nyeges ku¨lo¨nbse´gre. Te-
kintsu¨k ugyanis a χ[0,δ] (δ > 0) karakterisztikus fu¨ggve´ny transzforma´ltjait.
Ismeretes, hogy ‖Hχ[0,δ]‖L1R =∞. Ma´sre´szt azonban
(T[0,∞)χ[0,δ])(x) =
{
0, 0 ≤ x ≤ 2δ/3 vagy x > 2δ
ln(x/2) − ln |δ− x|, 2δ/3 ≤ x ≤ 2δ.
Ko¨vetkeze´ske´ppen, ‖T[0,∞)χ[0,δ]‖L1
[0,∞) = δ ln 3, azaz T[0,∞)χ[0,δ] integra´lhato´.
A fenti transzforma´cio´k seg´ıtse´ge´vel vezessu¨k be a megfelelo˝ Hardy-t´ıpusu´ te-
reket:
HR = {f ∈ L1R : Hf ∈ L1R} , ‖f‖HR = ‖f‖L1R + ‖Hf‖L1R ,
H[0,∞) = {f ∈ L1[0,∞) : T[0,∞)f ∈ L1[0,∞)} , ‖f‖H[0,∞) = ‖f‖L1[0,∞) + ‖T[0,∞)f‖L1[0,∞) ,
HN = {a ∈ `1 : TNa ∈ `1} , ‖a‖HN = ‖ a‖`1 + ‖TN a‖`1 .
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Az ala´bbi eredme´nyu¨nkben tiszta´zzuk a HR e´s a H[0,∞) terek ko¨zo¨tti viszonyt,
valamint megmutatjuk, hogy H[0,∞) atomos szerkezetu˝. Azt mondjuk, hogy
az f : [0,∞) 7→ R fu¨ggve´ny
a) elso˝ t´ıpusu´ H[0,∞)-atom, ha van olyan δ > 0 sza´m, amelyre f = δ−1χ[0,δ] ,
b) ma´sodik t´ıpusu´ H[0,∞)-atom, ha van olyan I ⊂ [0,∞) korla´tos inter-
vallum, hogy
i) supp f ⊂ I , ii)
∫
I
f = 0 , iii) ‖f‖∞ ≤ |I|−1 ,
ahol |I| az I hossza´t jelo¨li. A H[0,∞)-atomok halmaza´t A[0,∞)-val jelo¨lju¨k.
3.14. Te´tel ([Fri01]).
i) f ∈ H[0,∞) akkor e´s csak akkor, ha vannak olyan fk ∈ A[0,∞) atomok e´s
αk ∈ R (k ∈ N) egyu¨tthato´k, amelyekkel az f elo˝a´ll f =
∑∞
k=0 αkfk sor
alakban. A sor o¨sszegze´sekor a konvergencia´t m.m. e´s L1[0,∞)-norma´ban
e´rtju¨k.
Az f norma´ja´ra tova´bba´ teljesu¨l, hogy
‖f‖H[0,∞) ≈ inf
∞∑
k=0
|αk| ,
ahol az inf´ımumot az o¨sszes ilyen lehetse´ges felbonta´sra vesszu¨k.
ii) H[0,∞) izomorf a HR te´rnek a pa´ratlan fu¨ggve´nyek a´ltal alkotott al-
tere´vel.
Megeml´ıtju¨k, hogy az ii)-beli ekvivalencia´t kora´bban Liflyand [Lif93] is iga-
zolta. A tova´bbiakban a H[0,∞) te´r diszkretiza´cio´ja´val foglalkozunk. A
transzforma´cio´ szempontja´bo´l terme´szetes mo´don ado´dik, hogy H[0,∞) diszkre´t
megfelelo˝je´nek a TN diszkre´t Telyakovski˘ı-transzforma´cio´ a´ltal genera´lt HN
teret tekintsu¨k. Ma´sre´szt azonban van legala´bb ke´t ma´sik terme´szetesen
ado´do´ diszkretiza´cio´s leheto˝se´g is. Vegyu¨k pe´lda´nak az `p e´s az Lp[0,∞) te-
rek ko¨zo¨tti kapcsolatot. Tekintsu¨k ehhez az a valo´s sorozat a´ltal genera´lt
(Pa)(x) = a[x] (x ∈ [0,∞)) le´pcso˝sfu¨gge´nyt, ahol [x] az x ege´sz re´sze´t
jelo¨li. Ismeretes, hogy a ∈ `p (1 ≤ p ≤ ∞) akkor e´s csak akkor, ha
Pa ∈ Lp[0,∞), e´s ekkor ‖a‖`p = ‖Pa‖Lp[0,∞) . Ezzel analo´g mo´don is bevezethetju¨k
a H[0,∞) Hardy-te´r egy diszkre´t va´ltozata´t. Az atomos felbonta´s seg´ıtse´ge´vel
egy ma´sik mo´d is ado´dik. Nevezzu¨k az a sorozatot atomnak, ha Pa ∈ A[0,∞),
azaz atom H[0,∞)-ben. Jelo¨lju¨k az ilyen sorozatok halmaza´t AN-nel. Ezek
uta´n az AN-beli atomok seg´ıtse´ge´vel is definia´lhatunk egy sorozat Hardy-teret.
Az ala´bbi te´tel az mutatja, hogy mind a ha´rom terme´szetes mo´don ado´do´
diszkretiza´la´s ugyanazt a teret hata´rozza meg.
3.15. Te´tel ([Fri01]). Legyen a valo´s sorozat. Ekkor az ala´bbi a´ll´ıta´sok
ekvivalensek:
i) a ∈ HN ,
ii) Pa ∈ H[0,∞) ,
iii) alkalmas a(k) ∈ AN atomok e´s (αk) ∈ `1 egyu¨tthato´ sorozat seg´ıtse´ge´vel
a fel´ırhato´ a =
∑∞
k=0 αka
(k) soro¨sszegke´nt, ahol a sor konvergencia´ja´t
`1-norma´ban e´rtju¨k.
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A genera´lt norma´k is ekvivalensek:
‖Pa‖H[0,∞) ≈ ‖a‖HN ≈ inf
∞∑
k=0
|αk| .
A jobb oldalon az inf´ımumot az a o¨sszes lehetse´ges atomos felbonta´sa´ra
vesszu¨k.
Megeml´ıtju¨k me´g, hogy Telyakovski˘ı–Hardy-terekkel kapcsolatos dualita´si
te´teleket (3.16., 3.17. Te´telek) is igazoltunk, azaz karakteriza´ltuk a megfe-
lelo˝ BMO, VMO t´ıpusu´ tereket.
A ko¨vetkezo˝ pontban az integra´lhato´sa´gi felte´telekkel kapcsolatos alkalmaza´sra
mutatunk pe´lda´kat. Elo˝tte egy ma´s jellegu˝ alkalmaza´st szeretne´nk meg-
eml´ıteni, ami azt mutatja, hogy a Telyakovski˘ı-felte´tel a´ltal motiva´lt atomos
Hardy-te´r ma´s teru¨leteken is jo´l alkalmazhato´. Betancor, Dziuba´nski e´s Torrea
a [BetDziTor09] cikkben Bessel-opera´torok a´ltal genera´lt Hardy-terekkel fog-
lalkoznak. A Hardy-terek elme´lete´ben fontos ke´rde´s az adott Hardy-te´rnek
transzforma´lttal, maxima´lfu¨ggve´nnyel, illetve atomos felbonta´ssal valo´ jel-
lemze´se. A jellemze´st az A[0,∞) atomok seg´ıtse´ge´vel sikeru¨l megadniuk. Be-
tancor, Dziuba´nski e´s Torrea cikke azt mutatja, hogy a H[0,∞) atomos Hardy-
te´r olyan fontos opera´torokra, mint pe´lda´ul Bessel, Riesz, Poisson, Hankel,
vonatkozo´ vizsga´latok sora´n is hasznosnak bizonyul.
3.5. A Telyakovski˘ı-fe´le integra´lhato´sa´gi felte´tel a´ltala´nos´ıta´sa.
Ebben a pontban a Telyakovski˘ı-fe´le (14) integra´lhato´sa´gi felte´tel kiter-
jeszte´se´vel foglakozunk. Mint kora´bban ma´r eml´ıtettu¨k, az eredetileg a cosinus
rendszerre igazolt felte´tel bizony´ıta´sa nagyban kihaszna´lja a rendszer specia´lis
tulajdonsa´gait. Megmutatjuk, hogy a 3.14. Te´telt felhaszna´lva egy egyse´ges
ta´rgyala´smo´d adhato´, aminek a seg´ıtse´ge´vel a felte´tel a´tviheto˝ ma´s ortonorma´lt
rendszerekre. Ebben do¨nto˝ szerepe van a H[0,∞) te´r atomos felbonta´sa´nak. A
szo´ban forgo´ proble´ma esete´n az atomos felbonta´s alkalmaza´sa´val a (14) felte´tel
egy Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´ggel hozhato´ kapcsolatba.
Legyen Φ = (ϕk) egy olyan ortonorma´lt rendszer, amelynek ϕk (k ∈ N) tag-
jai az L∞[0,1) te´rben vannak, e´s alkalmazzuk a szoka´sos DΦk =∑k−1j=0 ϕj, DΦ0 ≡ 0
(k ∈ N) jelo¨le´st.
3.19. Te´tel ([Fri01]). Tegyu¨k fel, hogy a Φ rendszerhez van olyan CΦ pozit´ıv
konstans, hogy tetszo˝leges a ∈ AN atom esete´n
(15)
∫ 1
0
∣∣∣ ∞∑
k=0
akD
Φ
k
∣∣∣ ≤ CΦ .
Ekkor
i) minden olyan a nullsorozat esete´n, amelyre ∆a ∈ HN van olyan f ∈
L1[0,1) fu¨ggve´ny, aminek Φ–Fourier sora az a a´ltal genera´lt
∑∞
k=0 akϕk
Φ–sor, e´s az f norma´ja´ra igaz az ‖f‖1 ≤ CΦ‖∆a‖HN becsle´s;
ii) valamint, ha a Φ rendszerre me´g a
(16) sup
k∈N
|DΦk (x)| <∞ (m.m. x ∈ [0, 1])
felte´tel is teljesu¨l, akkor f a
∑∞
k=0 akϕk sor pontonke´nti o¨sszegfu¨ggve´nye.
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A mondottak alapja´n a 3.19. Te´tel u´gy e´rtelmezheto˝, hogy a Telyakovski˘ı-
fe´le integra´lhato´sa´gi eredme´ny egy Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´g ko¨vetkezme´nye.
Ko¨nnyu˝ megmutatni, hogy a (16) felte´tel teljesu¨le´se esete´n az a´ll´ıta´s meg is
ford´ıthato´, azaz ezekre a rendszerekre a (15)-beli Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´g
e´s a Telyakovski˘ı-fe´le eredme´ny ekvivalensek.
Az elso˝, e´s ma´sodik t´ıpusu´ A[0,∞) atomok fogalma´val o¨sszhangban definia´ljuk
az F-, e´s az S-tulajdonsa´g fogalma´t, amelyeket eredetileg Schipp Ferenc [Sch92]
vezetett be. A trigonometrikus rendszert pe´ldake´nt szem elo˝tt tartva azt
mondjuk, hogy a Φ rendszerre teljesu¨l az F-tulajdonsa´g (Feje´r-tulajdonsa´g),
ha
(17)
1
2n
∥∥∥ 2n∑
k=1
DΦk
∥∥∥
1
≤ C (n ∈ N) .
Azt mondjuk tova´bba´, hogy a Φ rendszerre teljesu¨l az S-tulajdonsa´g (Sidon-
tulajdonsa´g), ha a
(18)
1
2n
∥∥∥ 2n∑
k=1
ckD
Φ
k+`
∥∥∥
1
≤ C max
0≤k<2n
|ck| (n, ` ∈ N)
becsle´s fenna´ll minden ` ∈ N esete´n, felte´ve, hogy ∑2nk=1 ck = 0.
Ko¨nnyu˝ elleno˝rizni, hogy a (15) egyenlo˝tlense´g ekvivalens az (1) egyen-
lo˝tlense´ggel X = H[0,1) va´laszta´ssal, e´s mindketto˝ egyene´rte´ku˝ azzal, hogy
a Φ rendszerre teljesu¨lnek az F- e´s S-tulajdonsa´gok. Az i)-beli ∆a ∈ HN
pedig terme´szetesen a Telyakovski˘ı-fe´le felte´tel. A fenti te´tel teha´t azt fe-
jezi ki, hogy azon rendszerek esete´n, amelyekre teljesu¨lnek az F- e´s S-
tulajdonsa´gok a Telyakovski˘ı-fe´le felte´tel integra´lhato´sa´gi felte´tel. A te´telbeli
eredme´ny leheto˝se´get ad a Telyakovski˘ı-fe´le eredme´nynek ma´s rendszerekre
to¨rte´no˝ kiterjeszte´se´re. Ahelyett, hogy az adott rendszerre a szo´ban forgo´
integra´lhato´sa´gi felte´telt ko¨zvetlenu¨l igazolna´nk, kiva´lthatjuk ezt azzal, hogy
helyette a (15) egyenlo˝tlense´get mutatjuk meg. Ez to¨bb elo˝nnyel is ja´r. A
(15) egyenlo˝tlense´g igazola´sa az atomok egyszeru˝ szerkezete miatt sza´mos
esetben ko¨nnyebb. Re´szeredme´nyek is a´ltala´ban ismertek, ugyanis a (15)
egyenlo˝tlense´get elso˝ t´ıpusu´ atomra tekintve a bal oldalon e´ppen a Feje´r-fe´le
magfu¨ggve´nyt kapjuk. Ma´sre´szt, amint arra to¨bb pe´lda´t is mutattunk, a Sidon-
t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´gek ma´s teru¨leteken is jo´l alkalmazhato´k.
A fent mondottakat ke´t pe´lda´val ta´masztottuk ala´. Az egyik a Walsh–
Kaczmarz rendszerre, a ma´sik pedig a [0,∞) intervallumon e´rtelmezett cosinus
e´s Walsh–Paley rendszerekre vonatkozik. A Walsh–Kaczmarz -rendszer esete´n
az ala´bbi te´telt la´ttuk be.
3.21. Te´tel ([Fri13a]). Ha u = (uk) ∈ HN, akkor az ala´bbi konvergencia
eredme´nyek e´rve´nyesek a Walsh–Kaczmarz–Dirichlet magokbo´l ke´pezett U =∑∞
k=1 ukD
K
k sorra.
i) Tetszo˝leges u =
∑∞
k=1 λka
(k)
(
a(k) ∈ AN, λk ∈ R,
∑∞
k=1 |λk| < ∞)
atomos felbonta´s esete´n a
∑∞
k=1 λk
∑∞
j=1 a
(k)
j D
K
j sor norma´ban e´s m.m.
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is konverga´l egy g ∈ L1[0,1) fu¨ggve´nyhez. A g hata´rfu¨ggve´ny fu¨ggetlen a
ku¨lo¨nbo¨zo˝ atomos felbonta´sokto´l, e´s ‖g‖1 ≤ ‖∆u‖HN .
ii) Jelo¨lje Un =
∑n
k=1 ukD
K
k az U sor n-edik (n ∈ N, n ≥ 1)
re´szleto¨sszege´t. Ekkor a re´szleto¨sszegek (U2n) re´szsorozata L
1
[0,1)-
norma´ban e´s m.m. is konverga´l az i)-beli g fu¨ggve´nyhez.
A ma´sodik pe´lda´hoz jelo¨lje Ψ az [0,∞) intervallumon e´rtelmezett cosinus
e´s Walsh-rendszerek valamelyike´t, ĝΨ pedig egy g ∈ L1[0,∞) fu¨ggve´ny Ψ-
transzforma´ltja´t. A Ψ rendszerekre az ala´bbi integra´lhato´sa´gi te´telt igazoltuk.
3.22. Te´tel ([Fri01]). Legyen f : [0,∞) 7→ R olyan loka´lisan abszolu´t foly-
tonos fu¨ggve´ny, amelyre f ′ ∈ H[0,∞), e´s limt→∞ f(t) = 0. Ekkor van olyan
g ∈ L1[0,∞) fu¨ggve´ny, amelyre
‖g‖L1
[0,∞) ≤ C‖f ′‖H[0,∞) e´s ĝΨ = f ,
tova´bba´ g(x) = limu→∞ ∫u0 f(t)ψx(t)dt (m.m. 0 ≤ x <∞).
A cosinus transzforma´ltra vonatkozo´an ezt az eredme´nyt eredetileg Liflyand
[Lif93] igazolta, amelynek sora´n ta´maszkodott a trigonometrikus rendszer
specia´lis tulajdona´gaira. A 3.22. Te´telre a´ltalunk adott bizony´ıta´s esete´ben a
fo˝ motiva´cio´ annak megmutata´sa volt, hogy az u´gynevezett atomos technika
seg´ıtse´ge´vel a ke´t rendszer egyse´gesen kezelheto˝. Ezen az alapon leheto˝ve´ va´lt
a te´telbeli eredme´nynek a ke´t modellen tu´li tova´bbi rendszerekre valo´ kiter-
jeszte´se is.
A 3. fejezetben a szerzo˝nek a [Fri93], [Fri95b], [Fri96], [Fri97a], [Fri97b], [Fri99],
[Fri00],[Fri01], [Fri13a] e´s a James Daly-vel ko¨zo¨s [DalFri10] cikkeiben igazolt
eredme´nyei keru¨ltek feldolgoza´sra.
4. Ero˝s szumma´cio´, ero˝s approxima´cio´
A 4. fejezetben ortonorma´lt rendszerek Fourier-sora´nak ero˝s szumma´cio´s e´s
ero˝s approxima´cio´s tulajdonsa´gaival foglalkozunk. A trigonometrikus Fourier-
sorok ero˝s szumma´cio´ja´val kapcsolatos elso˝ eredme´nyt Hardy e´s Littlewood iga-
zolta´k 1913-beli cikku¨kben. Az ero˝s approxima´cio´ ke´rde´se´nek a vizsga´lata csak
jo´val ke´so˝bb, 1963-ban kezdo˝do¨tt. A kezdeme´nyeze´s Alexits Gyo¨rgy neve´hez
fu˝zo˝dik. A magyar harmonikus anal´ızis iskola azo´ta is sza´mos eredme´nnyel gaz-
dag´ıtotta az ero˝s approxima´cio´ elme´lete´t. Ezzel kapcsolatban Leindler La´szlo´
[Lei85] 1985-ben ı´rt monogra´fia´ja´ra utalunk, amiben a szerzo˝ az ero˝s appro-
xima´cio´ elme´lete´nek addigi fejlo˝de´se´t foglalta o¨ssze.
Az 4.1. pont egy a´ltala´nosan megfogalmazott dualita´si kapcsolatra vonatkozo´
eredme´nyt tartalmaz. Ebbo˝l megfelelo˝ szereposzta´ssal az adott rendszerre
vonatkozo´ Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´gek e´s a rendszer szerinti Fourier-sorok
ero˝s szumma´cio´s, illetve ero˝s approxima´co´s tulajdonsa´gai ko¨zo¨tti o¨sszefu¨gge´sek
ado´dnak. Ezt a kapcsolatot alkalmazzuk a 4.2. pontban, ahol olyan ero˝s
               dc_816_13
19
szumma´cio´s te´teleket igazolunk, amik specia´lis esetke´nt tartalmazza´k a tri-
gonometrikus rendszerre vonatkozo´ klasszikus eredme´nyeket. A fejezet 3.
pontja´ban ero˝s approxima´cio´s ke´rde´sekkel foglalkozunk. A vizsga´latokban fo˝
szerep jut az ero˝s oszcilla´cio´ fogalma´nak. Ezzel egy adott index intervallumon a
Fourier-re´szleto¨sszegek e´s az index intervallumra vonatkoztatott a´ltala´nos´ıtott
de la Valle´e Poussin ko¨ze´p ko¨zo¨tti elte´re´st jellemezzu¨k. Az atomos felbonta´s
seg´ıtse´ge´vel megmutatjuk, hogy alapveto˝ szumma´cio´s eredme´nyek, ko¨ztu¨k a
Feje´r-szumma´cio´, hogyan genera´lnak ero˝sebb, so˝t to¨bb esetben tova´bb ma´r
nem is jav´ıthato´ eredme´nyeket.
4.1. Dualita´si rela´cio´. A fejezetben ve´gig a Φ = {ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . . } ortonorma´lt
rendszerro˝l feltesszu¨k, hogy az elemei L∞[0,1)-ben vannak. Az ero˝s szumma´cio´val
e´s approxima´cio´val kapcsolatos fogalmaknak a definia´la´sa´hoz olyan X Banach-
tereket alkalmazunk, amik eleget tesznek ne´ha´ny terme´szetesen ado´do´
krite´riumnak, mint pe´lda´ul X ⊂ L1[0,1), e´s hogy a diadikus le´pcso˝sfu¨ggve´nyek
halmaza re´sze X-nek. Az ily mo´don sza´rmaztatott fogalmak lefedik azokat az
eseteket, amikre az eddig ismert eredme´nyek vonatkoznak.
A 4.1. Te´telben egy ekvivalencia´t fogalmazunk meg a´ltala´nos forma´ban,
amelynek megfelelo˝ szereposzta´ssal az egyik oldala ero˝s szumma´cio´s tulaj-
donsa´goknak, a ma´sik pedig Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´geknek feleltetheto˝
meg.
4.2. Ero˝s szumma´cio´. Jelo¨lje CΦ a Φ linea´ris burka´nak leza´rtja´t L∞[0,1)-ben, e´s
legyen Y egy, az elo˝zo˝ pontban eml´ıtett X Banach te´r dua´lisa. Ekkor∥∥Γ(SΦ1 f(x) − f(x), . . . , SΦ2nf(x) − f(x))∥∥Y (f ∈ CΦ, x ∈ [0, 1), n ∈ N)
az f fu¨ggve´ny Φ-Fourier-sora´nak x pontbeli 2n-edik ero˝s Y-ko¨zepe.
Ha pe´lda´ul Y = Lp[0,1) (1 ≤ p <∞), akkor az ero˝s p-ko¨zepet kapjuk:
∥∥Γ(SΦ1 f(x) − f(x), . . . , SΦ2nf(x) − f(x))∥∥p = ( 12n
2n∑
k=1
|SΦk f(x) − f(x)|
p
)1/p
.
Azt mondjuk, hogy a Φ rendszer ero˝s Y-szumma´bilis az x-ben, ha minden
f ∈ CΦ esete´n
(19) lim
n→∞
∥∥Γ(SΦ1 f(x) − f(x), . . . , SΦ2nf(x) − f(x))∥∥Y = 0 .
Jelo¨lje Dn(x, t) =
∑n−1
k=0 ϕk(x)ϕk(t) (0 ≤ x, t < 1) a Φ Dirichlet-fe´le
magfu¨ggve´nyeit. Ekkor a ko¨vetkezo˝ dualita´si kapcsolat a´ll fenn az ero˝s
szumma´cio´ e´s a Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´gek ko¨zo¨tt.
4.2. Te´tel ([FriSch98]). Legyen x ∈ [0, 1). Ekkor a Φ rendszerre vonatkozo´
ala´bbi ke´t tulajdonsa´g ekvivalens:
i) Φ ero˝s Y-szumma´bilis x-ben;
ii) a (19) felte´tel teljesu¨l minden Φ polinomra e´s
(20)
1
2n
∫ 1
0
∣∣∣ 2n∑
k=1
ckD
Φ
k (x, t)
∣∣∣dt ≤ C‖Γ(c1, . . . , c2n)‖X (ck ∈ R, n ∈ N).
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A trigonometrikus rendszert e´s az X = Lp[0,1) esetet ve´ve i) a Hardy–Littlewood-
fe´le [HarLit13] ero˝s szumma´cio´s eredme´nynek, mı´g ii) a Bojanic–Stanojevic´-
fe´le [BojSta82] Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´gnek felel meg. A 4.2. Te´tel du-
alita´si te´tel ko¨vetkezme´nyeke´nt az ismert Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´gek e´s
az ero˝s szumma´cio´s te´telek pa´rba a´ll´ıthato´k, ko¨ztu¨k ekvivalencia a´ll´ıthato´
fel. A Walsh-rendszerre kora´bban igazolt Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´gekbo˝l
a dualita´si te´tel seg´ıtse´ge´vel u´j, addig nem bizony´ıtott ero˝s szumma´cio´s
eredme´nyeket kapunk. Ezek a Walsh- e´s a trigonometrikus eset ko¨zti, eb-
ben a vonatkoza´sban fenna´llo´ analo´gia´t mutatja´k.
A Φ rendszer szerinti Dn Dirichlet-fe´le magfu¨ggve´nyekre a´ltala´nos´ıtva a
kora´bban bevezetett F- e´s S-tulajdonsa´g fogalma´t azt mondjuk, hogy a Φ
rendszer teljes´ıti az F tulajdonsa´got az x pontban, ha
(21)
1
2n
∫ 1
0
∣∣∣ 2n∑
k=1
DΦk (x, t)
∣∣∣dt ≤ C (n ∈ N) .
Tova´bba´ azt mondjuk, hogy a Φ rendszerre teljesu¨l az S-tulajdonsa´g az x
pontban, ha
(22)
1
2n
∫ 1
0
∣∣∣ 2n∑
k=1
ckD
Φ
k+`(x, t)
∣∣∣dt ≤ C max
0≤k<2n
|ck| (n, ` ∈ N)
minden ` ∈ N esete´n, felte´ve, hogy ∑2nk=1 ck = 0. Diadikus S-tulajdonsa´gro´l
besze´lu¨nk, ha a (22) egyenlo˝tlense´g teljesu¨le´se´t csak ` = j2n (j ∈ N) t´ıpusu´
indexekre ko¨vetelju¨k meg.
A F e´s a S-tulajdonsa´gok a´ltal genera´lt Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´geken ke-
resztu¨l exponencia´lis ko¨zepekre vonatkozo´ eredme´nyt igazoltunk.
4.4. Te´tel ([FriSch98]). Legyen x ∈ [0, 1) e´s tegyu¨k fel, hogy a Φ rendszerre
teljesu¨l az F- e´s a diadikus S-tulajdonsa´g az x pontban. Ekkor tetszo˝leges
A > 0 e´s f ∈ CΦ esete´n
lim
n→∞
1
n
n∑
k=1
exp(A|SΦk f(x) − f(x)|) − 1 = 0 .
A ford´ıtott Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´gek seg´ıtse´ge´vel ([Fri93], [Fri95a],
[Fri13a]) sikeru¨lt igazolni az exponencia´lis ero˝s szumma´cio´s te´tel optima´lis
tulajdonsa´ga´t a trigonometrikus, a Walsh–Paley- e´s a Walsh–Kaczmarz-
rendszerekre.
4.5. Te´tel ([FriSch98], [Fri13a]) Jelo¨lje Φ a trigonometrikus, a Walsh–Paley-,
a Walsh–Kaczmarz-rendszerek valamelyike´t. Legyen ψ olyan, a [0,∞) inter-
vallumon e´rtelmezett monoton no¨vekedo˝ fu¨ggve´ny, amelyre limu→0+ ψ(u) = 0.
A ψ a´ltal genera´lt
(23) lim
n→∞
1
n
n∑
k=1
ψ
(∣∣SΦk f(x) − f(x)∣∣) = 0 (f ∈ CΦ, 0 ≤ x < 1)
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ero˝s szumma´cio´s tulajdonsa´g akkor e´s csak akkor a´ll fenn, ha van olyan A > 0
sza´m, amelyre ψ(t) ≤ exp(At) (0 ≤ t <∞).
Ebben az esetben a konvergencia egyenletes x-ben.
Megjegyezzu¨k, hogy a trigonometrikus rendszerre a 4.4., 4.5. Te´teleket,
uto´bbit a ψ fu¨ggve´ny folytonossa´ga esete´n, Totik Vilmos [Tot80] ma´r kora´ban
bebizony´ıtotta. A ke´tdimenzio´s va´ltozatokat Gogogladze [Gog09], valamint
Goginava e´s Gogoladze [GogGog12] igazolta´k a trigonometrikus, illetve a
Walsh–Paley-rendszerre.
4.3. Ero˝s approxima´cio´. Az ero˝s osszcilla´cio´ra vonatkozo´ dualita´si te´telben az
eltolt indexu˝ Sidon-t´ıpusu´ egyenlo˝tlense´gekkel valo´ ekvivalencia tulajdonsa´got
igazoljuk. Ennek seg´ıtse´ge´vel az ero˝s ko¨zepek konvergencia sebesse´ge´re vo-
natkozo´ te´teleket sikeru¨lt bizony´ıtani. Az ala´bbi te´tel az eml´ıtett dua-
lita´si kapcsolatot fejezi ki az ero˝s oszcilla´cio´ e´s az eltolt indexu˝ Sidon-t´ıpusu´
egyenlo˝tlense´gek ko¨zo¨tt.
4.6. Te´tel ([FriSch98]). Legyen 0 ≤ x < 1 . Az ala´bbi ke´t tulajdonsa´g ekviva-
lens:
i) van olyan C konstans, hogy tetszo˝leges j, n ∈ N indexek e´s ck ∈ R
(k = 1, . . . , 2n) egyu¨tthato´k esete´n
1
2n
∫ 1
0
∣∣∣ 2n∑
k=1
ckD
Φ
k+j2n(x, t)
∣∣∣dt ≤ C‖Γ(c1, . . . , c2n)‖X ,
felte´ve, hogy
∑2n
k=1 ck = 0 ;
ii) van olyan C konstans, hogy tetszo˝leges j, n ∈ N indexek e´s f ∈ CΦ
fu¨ggve´ny esete´n∥∥Γ(SΦj2n+1f(x) − VΦ2n,j2nf(x), . . . , SΦ(j+1)2nf(x) − VΦ2n,j2nf(x))∥∥Y ≤ CEΦj2nf .
(A te´tel e´rve´nyben marad akkor is, ha mind i)-ben, mind pedig ii)-ben j2n-et
tetszo˝leges ` terme´szetes sza´mmal helyettes´ıtju¨k.)
EΦn f az f ∈ CΦ fu¨ggve´nynek a legfeljebb n-edfoku´ Φ-polinomokkal valo´ legjobb
egyenletes ko¨zel´ıte´se´t jelo¨li.
A 4.6. Te´tel alkalmaza´sa´ra pe´ldake´ppen az ala´bbi ero˝s approxima´cio´s
eredme´nyt ismertetju¨k, amelyet a Hardy- e´s a BMO-terek ko¨zo¨tti dualita´si
kapcsolat felhaszna´la´sa´val igazoltunk.
4.7. Te´tel ([FriSch98]). Az ala´bbi ha´rom tulajdonsa´g egyma´ssal ekvivalens:
i) a Φ rendszerre teljesu¨l az egyenletes S-tulajdonsa´g;
ii) van olyan C konstans, amelyre
1
r
r∑
k=1
∣∣SΦk+`f(x) − VΦr,`f(x)∣∣ ≤ CEΦ` f (0 ≤ x < 1, `, r ∈ N, f ∈ CΦ) ;
iii) van olyan C konstans, amelyre∥∥Γ(SΦ`+1f(x) − VΦr,`f(x), . . . , SΦ`+rf(x) − VΦr,`f(x))∥∥BMO[0,1) ≤ CEΦ` f
(0 ≤ x < 1, `, r ∈ N, f ∈ CΦ).
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(Az egyenletes diadikus S-tulajdonsa´gnak az ii) e´s iii)-beli ` = j2n (j, n ∈ N)
indexva´laszta´s felel meg.)
Az ii)-beli egyenlo˝tlense´g bal oldala´n szereplo˝ kifejeze´st a´ltala´nos´ıtott Feje´r-
oszcilla´cio´nak nevezhetju¨k. A te´tel ii) e´s iii) re´sze´nek ekvivalencia´ja azt
jelenti, hogy az a´ltala´nos´ıtott Feje´r-oszcilla´cio´ ii)-beli approxima´cio´s tulaj-
donsa´ga maga uta´n vonja azt a la´tszo´lag ero˝sebb eredme´nyt, hogy a BMO
oszcilla´cio´k szinte´n a legjobb ko¨zel´ıte´s sebesse´ge´vel konverga´lnak.
Megjegyezzu¨k, hogy a 4.7. Te´telbo˝l sza´mos, a Fourier-sorok ero˝s appro-
xima´cio´ja´ra vonatkozo´ olyan eredme´ny ado´dik ko¨vetkezme´nyke´nt, amelyek
to¨bbse´ge a trigonometrikus rendszer esete´n ismert e´s klasszikusnak sza´mı´t.
A fejezetben a Schipp Ferenccel ko¨zo¨sen ı´rt [FriSch95], [FriSch97], [FriSch98]
cikkek eredme´nyeit dolgoztuk fel abban az a´ltala´nosabb megfogalmaza´sban,
ahogy az [FriSch98]-ben szerepel.
5. Ho¨rmander-Mihlin-multiplierek
A multiplier opera´torok fontossa´ga´t ala´ta´masztja az elme´leti e´s gyakor-
lati te´ren, pe´lda´ul a differencia´legyenletek elme´lete´ben e´s a jelfeldolgoza´sban
is ja´tszott szerepu¨k. Ele´g csak azt megeml´ıtenu¨nk, hogy a jelfeldolgoza´s
egyik fontos fogalma a szu˝ro˝ nem ma´s, mint a multipliernek az ottani szak-
nyelvben meghonosodott elneveze´se. Egy ϕ komplex sza´msorozat esete´n az
a´ltala genera´lt Tϕ multiplier transzforma´cio´t a Fourier-egyu¨tthato´k tere´n a
T̂ϕfk = ϕkf̂(k) (k ∈ Z, f ∈ L12pi) egyenlo˝se´ggel definia´ljuk. A teru¨let leg-
ismertebb klasszikus eredme´nye Marcinkiewicz-nek a trigonometrikus mul-
tiplier opera´torok Lp-korla´tossa´ga´ra (p > 1) adott klasszikus ele´gse´ges
felte´tele. Ebben azt igazolta, hogy ha egy korla´tos ϕ sorozatra teljesu¨l a
supn≥0
∑
2n≤|k|<2n+1 |∆ϕk| <∞ felte´tel, akkor a Tϕ mutiplier opera´tor korla´tos
az Lp2pi (1 < p < ∞) te´ren. A Walsh-rendszerre vonatkozo´ megfelelo˝je´t
Wo-Sang Young [WoS94] la´tta be. Mi a Marcinkiewicz-felte´telne´l ero˝sebb u´n.
Ho¨rmander-Mihlin-felte´tellel foglalkozunk:
sup
n≥0
2n
( ∑
2n≤|k|<2n+1
|∆ϕk|
r
2n
)1/r
<∞ (1 ≤ r <∞) .
Ebbo˝l az egydimenzio´s esetben a Marcinkiewicz-felte´tel specia´lis esetke´nt
ado´dik, eze´rt ro¨vid´ıte´ske´nt az MHM betu˝ha´rmast fogjuk haszna´lni. Az
ero˝sebb felte´tel is nyilva´nlvalo´an ele´gse´ges az opera´torok Lp-korla´tosssa´ga´hoz
(p > 1), de terme´szetes mo´don veto˝dik fel ebben a vonatkoza´sban a Hardy-
tereken valo´ korla´tossa´g proble´ma´ja. A fejezetben ismertetett eredme´nyek
ezen felvete´s ko¨re´ csoportos´ıthato´k. Az egyes pontokban ku¨lo¨nbo¨zo˝ rendszer-
fu¨ggve´nyte´r modelleket ta´rgyalunk, u´gymint trigonometrikus rendszer–valo´s
periodikus Hardy-te´r, Walsh-rendszer–diadikus Hardy-te´r, Walsh-rendszer a
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[0,∞) fe´legyenesen–diadikus Hardy-te´r a fe´legyenesen, ke´tdimenzio´s Walsh-
rendszer–ke´tdimenzio´s diadikus Hardy-te´r. A bizony´ıta´sok sora´n az egyes
modellekben alkalmazott mo´dszerekbeli, ta´rgyala´smo´dbeli elte´re´sek megha-
ladta´k azt a me´rte´ket, amine´l me´g e´rdemes lett volna az egyse´ges´ıte´sre valo´
to¨rekve´s.
5.1. Trigonometrikus multiplierek a H2pi te´ren. Ebben a pontban a trigonometri-
kus rendszerrel kapcsolatban elo˝szo¨r azt mutattuk meg, hogy a Marcinkiewicz-
felte´telne´l ero˝sebb kiko¨te´s, nevezetesen, hogy a multiplier sorozat korla´tos
va´ltoza´su´ sem biztos´ıtja az opera´tor korla´tossa´ga´t a periodikus H2pi Hardy-
te´ren.
5.1. Te´tel ([DalFri05]) Van olyan korla´tos va´ltoza´su´ ϕ, ϕ−k = ϕk (k ∈ N)
sorozat, amelyre a Tϕ multiplier opera´tor nem korla´tos H2pi-bo˝l L
1
2pi-be.
Ezek uta´n igazoltuk, hogy tetszo˝leges r > 1 esete´n az MHM-felte´tel ele´gse´ges
a mutipliereknek a valo´s periodikus Hardy-te´ren valo´ korla´tossa´ga´hoz.
5.2. Te´tel ([DalFri05]) Tegyu¨k fel, hogy a ϕ−k = ϕk (k ∈ N) felte´telnek
megfelelo˝ ϕ sorozat korla´tos. Ha valamilyen r > 1 sza´mra
sup
n≥0
2n
( ∑
2n≤|k|<2j+1
|∆ϕk|
r
2j
)1/r
<∞ ,
akkor Tϕ korla´tos a H2pi te´ren.
5.2. Multiplierek a diadikus Hp[0,1) e´s a periodikus H
p
2pi tereken. Elo˝szo¨r a Walsh-
esetet vizsga´ltuk. A fenti trigonometrikus eredme´nyek analogonja´n tu´l az
MHM-felte´telnek a diadikus Hp[0,1) (0 < p ≤ 1) tereken valo´ korla´tossa´ga´val
is foglalkoztunk. Az erre vonatkozo´ eredme´nyt fogalmaztuk meg a ko¨vetkezo˝
te´telben.
5.4. Te´tel ([DalFri03]). Legyen 1 < r ≤ 2 e´s p > r/(2r − 1). Ha ϕ olyan
korla´tos sorozat, amelyre
sup
n≥0
2n
( 2n+1∑
k=2n+1
|∆ϕk|
r
2j
)1/r
<∞ ,
akkor Tϕ korla´tos a Hp[0,1) te´ren.
Az MHM felte´tellel kapcsolatban kiemmelju¨k, hogy az ko¨zvetlenu¨l a multip-
lier sorozat tagjaira vonatkozik, mı´g a kora´bban ismert felte´telek mindegyike
a magfu¨ggve´ny Walsh–Fourier sora´nak diadikus blokkjainak nagysa´grendje´re
vonatkozott. Ezt ugyan ko¨zvetve terme´szetesen a ϕk (k ∈ N) tagok hata´rozza´k
meg, de maguk a felte´telbeli mennyise´gek nem fejezheto˝k ki ko¨zvetelenu¨l az
egyu¨tthato´kbo´l. Ilyen t´ıpusu´ eredme´nyek tala´lhato´k pe´lda´ul a Daly-Phillips
[DalPhi98a], [DalPhi98b], Kitada [Kit87], Onneweer-Quek [OnnQue89], e´s Si-
mon [Sim85] cikkekben.
Megmutattuk azt is, hogy az 5.4. Te´telbeli eredme´ny e´les abban az e´rtelemben,
hogy a p-re tett p > r/(2r − 1) felte´telben a jobb oldalon le´vo˝ r/(2r − 1)
sza´m nem cso¨kkentheto˝.
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5.6. Te´tel ([DalFri03]). Legyen 1 ≤ r ≤ 2. Ha p < r/(2r − 1), akkor
van olyan korla´tos ϕ sorozat, amely kiele´g´ıti az MHM-felte´telt, de Tϕ nem
korla´tos Hp[0,1)-bo˝l L
p
[0,1)-be.
Ismeretes, hogy 1 < p < ∞ esete´n az Lp[0,1) Lebesgue- e´s a Hp[0,1) diadikus
Hardy-terek ekvivalensek, eze´rt az MHM-felte´tel egyszerre tekintheto˝ a Hp[0,1)
te´rre e´s az Lp[0,1) te´rre vonatkozo´ multiplier felte´telnek is. A H
p
[0,1) vonat-
koza´sa´ban az 5.4. Te´tel azt mutatja, hogy az MHM-felte´tel alkalmaza´sa´val
a korla´tossa´g kiterjesztheto˝ a p ≤ 1 tartoma´nyra is. Ezzel szemben az Lp[0,1)
modellt ve´ve azt tala´ltuk, hogy fu¨ggetlenu¨l az MHM-felte´telbeli r e´rte´ke´to˝l a
korla´tossa´g nem terjesztheto˝ ki ma´r az L1[0,1) te´rre sem. Ez azt mutatja, hogy
ebben a vonatkoza´sban valo´ban a Hardy-te´rska´la a terme´szetes va´laszta´s.
5.8. Te´tel ([DalFri03]). Minden 1 ≤ r ≤ ∞ esete´n van olyan korla´tos ϕ
sorozat, amelyik kiele´g´ıti az MHM-felte´telt, illetve r = ∞ esetben annak a
szoka´sos mo´don vett megfelelo˝je´t, de Tϕ nem korla´tos az L
1
[0,1) te´ren.
5.3. Ho¨rmander-multiplierek a Walsh-transzforma´ltakra. A 3. pontban az 5.4.,
5.6. Te´teleknek a Walsh-transzforma´ltra vonatkozo´ analo´g eredme´nyeit igazol-
tuk.
5.4. Ke´tdimenzio´s diadikus Ho¨rmander-multiplierek. A fejezet utolso´, 4. pont-
ja´ban a ke´tdimenzio´s proble´ma´val foglalkozunk. A MHM-felte´tel terme´szetes
mo´don a´ltala´nos´ıthato´ erre az esetre. Az MHM-felte´telnek eleget tevo˝ ϕ ketto˝s
sorozatoknak megfelelo˝ Tϕ Walsh–Paley multiplier opera´tornak a Hp,r[0,1)2 te´rbo˝l
az Lp,r
[0,1)2
Lorentz te´rbe valo´ korla´tossa´ga´t vizsga´ltuk, ahol Hp,r
[0,1)2
a diadikus
Hp
[0,1)2
martinga´l Hardy-te´rbo˝l sza´rmaztatott Hardy–Lorentz teret jelo¨li. A
ke´tdimenzio´s MHM-felte´telre vonatkozo´ eredme´nyu¨nk a ko¨vetkezo˝.
5.14. Te´tel ([DalFri08]). Legyen 1 < q ≤ 2 e´s p > q/(2q − 1). Tegyu¨k fel,
hogy a korla´tos ϕ sorozat teljes´ıti a q-kitevo˝s ke´tdimenzio´s MHM-felte´telt.
Ekkor
i) Tϕ korla´tos Hp,r[0,1)2-bo˝l L
p,r
[0,1)2
-be (0 < r ≤∞) ;
ii) a Tϕ opera´tor gyenge´n (H][0,1)2 , L
1
[0,1)2
) t´ıpusu´.
AH]
[0,1)2
teret az u´gynevezett hibrid maxima´lfu¨ggve´ny seg´ıtse´ge´vel e´rtelmezzu¨k:
f](x, y) = supn |S2nfy(x)| (f ∈ L1[0,1)2 , 0 ≤ x, y < 1) ,
ahol fy : [0, 1) 7→ R, fy(x) = f(x, y). Ekkor
H]
[0,1)2
= {f ∈ L1
[0,1)2
: f] ∈ L1
[0,1)2
} , ‖f‖
H
]
[0,1)2
= ‖f]‖1 .
Mivel Hp,p
[0,1)2
= Hp
[0,1)2
e´s Lp,p
[0,1)2
= Lp
[0,1)2
, eze´rt az 5.14. Te´tel specia´lis eseteke´nt
ado´dik, hogy Tϕ korla´tos Hp[0,1)2-bo˝l L
p
[0,1)2
-be (q/(2q − 1) < p ≤ 1). Simon
Pe´ter [Sim98b] megmutatta, hogy ha egy multiplier korla´tos Hp
[0,1)2
-bo˝l Lp
[0,1)2
-
be, akkor korla´tos a Hp
[0,1)2
te´ren is. Igaz teha´t az egydimenzio´s 5.4. Te´telnek
az ala´bbi ke´tdimenzio´s megfelelo˝je.
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5.15. Te´tel ([DalFri08]). Ha a korla´tos ϕ sorozat valamilyen 1 < q ≤ 2
esete´n kiele´g´ıti a ke´tdimenzio´s MHM-felte´telt e´s p > q/(2q − 1), akkor Tϕ
korla´tos a Hp
[0,1)2
Hardy-te´ren.
A felte´tel e´lesse´ge´vel kapcsolatban megjegyezzu¨k, hogy az ko¨nnyen levezetheto˝
az egydimenzio´s esetre a [DalFri03] cikkben adott konstrukcio´nkbo´l.
Megeml´ıtju¨k, hogy az 5.14. Te´tel bizony´ıta´sa nem sza´rmaztathato´ az egydi-
menzio´s eset duplika´lt alkalmaza´sa´val. Az 5.4. Te´tel, azaz az egydimenzio´s
va´ltozat bizony´ıta´sa´ban azt igazoltuk, hogy teljesu¨l Kitada-nak [Kit87] egy, a
korla´tossa´gra vonatkozo´ ele´gse´ges felte´tele. A ke´tdimenzio´s 5. Te´tel bizony´ı-
ta´sakor ege´szen ma´s megko¨zel´ıte´st alkalmazunk. Nevezetesen, azt mutatjuk
meg, hogy Tϕ u´gynevezett Hp[0,1)2-kva´zi-loka´lis opera´tor. Ebbo˝l ma´r Weisz
Ferenc [Wei94] a´ltala´nos meggondola´sai alapja´n ko¨vetkezik a te´tel. Kicsit le-
egyszeru˝s´ıtve azt mondhatjuk, hogy a Hardy-terekre vonatkozo´ eredme´nyek bi-
zony´ıta´sa to¨bbnyire a te´r atomos struktu´ra´ja´n alapul. A ke´tdimenzio´s esetben
a Hp
[0,1)2
atomos struktu´ra´ja le´nyegesen bonyolultabb az egydimenzio´s esetne´l,
mert a te´r elemeit a´ltala´ban nem lehet elo˝a´ll´ıtani olyan atomok o¨sszegeke´nt,
amelyeknek a tarto´ja te´glalap. Nevezzu¨k a tova´bbiakban az ilyen atomokat
te´glalap atomoknak. Kva´zi-loka´lis opera´torok esete´n azonban a helyzet egy-
szeru˝so¨dik. Ekkor ugyanis a korla´tossa´got ele´g csak a te´glalap atomokon el-
leno˝rizni. A p-kva´zi-loka´lis tulajdonsa´g (ld. pl. [Wei94]) defin´ıcio´ja´hoz tegyu¨k
fel, hogy Tϕ egy, az L
2
[0,1)2
te´ren korla´tos szublinea´ris opera´tor. Tova´bba´
adott I = I1× I2 diadikus te´glalap esete´n vezessu¨k be az Ir (r ∈ N) diadikus
te´glalapot a ko¨vetkezo˝ke´ppen: Ir = Ir1 × Ir2, ahol Irj az a diadikus interval-
lum, amelyre Ij ⊂ Irj e´s
∣∣Irj ∣∣ / |Ij| = 2r (j = 1, 2). Ekkor azt mondjuk, hogy
a Tϕ opera´tor Hp[0,1)2-kva´zi-loka´lis, ha van olyan δ > 0, hogy minden olyan
Hp
[0,1)2
-beli a te´glalapra atomra, amelyre suppa ⊂ I teljesu¨l az ala´bbi becsle´s
(24)
∫
[0,1)2\Ir
|Tϕa|
p ≤ Cp2−δr (r ∈ N) .
Ebben a fejezetben a szerzo˝nek James Daly-vel ko¨zo¨sen ele´rt, a [DalFri03],
[DalFri04a], [DalFri04b], [DalFri05], [DalFri08] cikkekben, valamint az o¨na´llo´,
[Fri13b] cikkben publika´lt eredme´nyei szerepelnek.
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